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ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ HERBRAND

ΚΑΝΟΝΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ SKOLEM
ΤΟ ΣΥΜΠΑΝ ΤΟΥ HERBRAND ( HERBRAND UNIVERSE ) ΕΝΟΣ ΣΥΝΟΛΟΥ

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΚΩΝ ΤΥΠΩΝ ( CLAUSES )
SEMANTIC TREES
ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ HERBRAND – µηχανική µέθοδος απόδειξης θεωρηµάτων (~1930)

(χρονοβόρα – απαιτεί Η/Υ) 

Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ( RESOLUTION PRINCIPLE )
(Robinson 1965) – ένας και µόνο συλλογιστικός κανόνας –inference rule- για απόδειξη

θεωρηµάτων, χρήσιµος για H/Y
Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΠΡΟΤΑΣΙΑΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗ ΚΑΙ ΕΝΟΠΟΙΗΣΗ

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΕΝΟΠΟΙΗΣΗΣ

Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

ΠΛΗΡΟΤΗΤΑ ΤΗΣ ΑΡΧΗΣ ΤΗΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΧΡΗΣΗΣ ΤΗΣ ΑΡΧΗΣ ΤΗΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ

ΣΤΡΑΤΗΓΙΚΗ ΕΞΑΛΕΙΨΗΣ

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

F1 : εάν έχει ζέστη και υγρασία, τότε θα βρέξει.
F2 : εάν έχει υγρασία, τότε έχει ζέστη.
F3 : τώρα έχει υγρασία.
Η ερώτηση είναι : Θα βρέξει ; (F4)

ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΣ – ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ

Έστω

P: «έχει ζέστη»
Q: «έχει υγρασία»
R: «θα βρέξει»

Και τα λογικά σύµβολα

« ^ » να αναπαριστά « και »
« → » να αναπαριστά « συνεπάγεται »

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Τότε τα παραπάνω τρία γεγονότα αναπαριστώνται ως :

F1 : P ∧ Q → R
F2 : Q → P
F3 : Q

οποτεδήποτε οι F1, F2 και F3 είναι αληθείς, ο τύπος F4 : R είναι αληθής

Γι’ αυτό θα λέµε ότι το F4 επακολουθεί λογικά από τα F1, F2 και F3 

(logically follows from)

Αυτό σηµαίνει δηλαδή, ότι αν οι F1,F2,F3 είναι αληθείς, τότε θα βρέξει.

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Παράδειγµα :

Έστω τα ακόλουθα γεγονότα :
F1 : Ο Κοµφούκιος είναι ένας άνθρωπος

F2 : Κάθε άνθρωπος είναι θνητός

Αναπαράσταση των F1 και F2 µε κατηγόρηµα (predicate)
Ρ(x) : «x είναι ένας άνθρωπος»
Q(x) : «ο x είναι θνητός»
(∀x) αναπαριστά το «για όλα τα x»

Τότε τα παραπάνω γεγονότα αναπαριστώνται από το κάτωθι :
F1 : P ( Κοµφούκιος )
F2 : ( ∀x ) ( P(x) → Q(x) )

Από τα F1 και F2 µπορούµε να παράγουµε λογικά ( logically deduce ) το:
F3 : Q ( Κοµφούκιος )

δηλαδή ο Κοµφούκιος είναι θνητός

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Τι προσπαθούµε να αποδείξουµε:  Ότι ένας τύπος ( formula ) είναι λογικό επακόλουθο άλλων τύπων

Θα καλούµε µία κατάσταση κατά την οποία ένας τύπος είναι λογικό επακόλουθο άλλων, ως θεώρηµα. 

Μια επίδειξη του ότι ένα θεώρηµα είναι αληθές θα καλείται απόδειξη του θεωρήµατος. 

Το πρόβληµα της σύγχρονης λογικής (ΜΤΡ = Mechanical Theorem Proving) είναι να λάβει υπόψη
“µηχανικές” µεθόδους, για να βρει αποδείξεις θεωρηµάτων

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

1. Σε ένα σύστηµα ερωταποκρίσεων, τα γεγονότα µπορούν να αναπαρασταθούν από λογικούς τύπους. 
Τότε για να απαντηθεί µια ερώτηση από τα γεγονότα, αποδεικνύουµε ότι ένας τύπος που αντιστοιχεί
στην απάντηση, παράγεται από τους τύπους που αναπαριστούν τα γεγονότα.

2. Σε ένα πρόβληµα ανάλυσης προγράµµατος, µπορούµε να περιγράψουµε την εκτέλεση ενός
προγράµµατος µέσω ενός τύπου Α, και τη συνθήκη ότι το πρόγραµµα θα τερµατιστεί, από έναν άλλο
τύπο Β. Τότε για να επιβεβαιώσουµε το ότι το πρόγραµµα θα τερµατιστεί, αρκεί ισοδύναµα να
αποδείξουµε ότι ο τύπος Β ακολουθεί από τον τύπο Α.

Άλλα παρόµοια προβλήµατα, που λύνονται µε αντίστοιχη µε την παραπάνω συλλογιστική, µέσα από τη
θεωρία της Λογικής είναι :

• Το πρόβληµα ισοµορφισµού γραφηµάτων.
• Το πρόβληµα µετασχηµατισµού καταστάσεων, κ.λ.π.

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Βασικές µαθηµατικές έννοιες και ορισµοί της θεωρίας συνόλων :

Ένα σύνολο ( set ) είναι µία συλλογή από στοιχεία (µέλη). 

Ένα σύνολο που δεν περιέχει καθόλου στοιχεία καλείται κενό σύνολο ∅ (empty 
set).

Έστω δύο σύνολα, τα Α και Β. Η έκφραση x ∈ A χρησιµοποιείται για να
δηλώσει ότι το x είναι ένα µέλος του Α, ή ότι το x ανήκει στο Α.

Το σύνολο Α είναι ταυτόσηµο ή ίσο ( identical ) µε το σύνολο Β ( συµβολίζεται
µε Α = Β ), αν και µόνο αν το Α και το Β έχουν τα ίδια στοιχεία.

Το σύνολο Α είναι ένα υποσύνολο του συνόλου Β ( συµβολίζεται µε Α ⊆ Β ), αν
και µόνο αν κάθε στοιχείο του Α είναι στοιχείο του Β.

Το σύνολο Α είναι ένα κύριο υποσύνολο ( proper subset ) του συνόλου Β
(συµβολίζεται Α ⊂ Β ), αν και µόνο αν Α ⊆ Β και Α ≠ Β.

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Η ένωση δύο συνόλων (union) Α και Β, (συµβολίζεται Α ∪ Β) είναι το σύνολο
που αποτελείται από όλα τα στοιχεία που ανήκουν στο Α ή στο Β.

Η τοµή δύο συνόλων ( intersection ) Α και Β ( συµβολίζεται Α ∩ Β ) είναι το
σύνολο που αποτελείται από όλα τα στοιχεία που από κοινού ανήκουν
και στο Α και στο Β.

Η διαφορά µεταξύ δύο συνόλων Α και Β, (συµβολίζεται Α-Β), είναι το σύνολο
που αποτελείται από όλα τα στοιχεία που ανήκουν στο Α, αλλά δεν
ανήκουν στο Β.

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Σχέσεις και συναρτήσεις :

Ένα διατεταγµένο ζεύγος (ordered pair) στοιχείων, δηλώνεται µε (x, y), 
όπου x καλείται πρώτη συντεταγµένη ή τετµηµένη και y δεύτερη
συντεταγµένη ή τεταγµένη (first & second coordinate).

Μία σχέση είναι ένα σύνολο από διατεταγµένα ζεύγη. Π.χ η σχέση
ισότητας είναι ένα σύνολο από διατεταγµένα ζεύγη, καθένα από τα
οποία έχει την πρώτη του συντεταγµένη ίση µε τη δεύτερη.

Ο χώρος (domain) µιας σχέσης R είναι το σύνολο όλων των πρώτων
συντεταγµένων των στοιχείων του R και το πλάτος στο οποίο
κυµαίνεται (range), είναι το σύνολο όλων των δεύτερων
συντεταγµένων.

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Μία συνάρτηση είναι µια σχέση τέτοια ώστε δεν υπάρχουν
δύο διαφορετικά στοιχεία που να έχουν την ίδια
τετµηµένη (πρώτη συντεταγµένη). 

Εάν f είναι µία συνάρτηση και x είναι ένα στοιχείο του
χώρου της, τότε ο συµβολισµός f(x) δηλώνει τη δεύτερη
συντεταγµένη (τεταγµένη) του µοναδικού στοιχείου της f, 
του οποίου η πρώτη συντεταγµένη (τετµηµένη) είναι x. 

Η f(x) καλείται η τιµή της f στο σηµείο x, και λέµε ότι η f 
προσδιορίζει (assigns) την τιµή f(x) στο x.

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Συµβολισµοί Συσχέτισης

>: µεγαλύτερο από
≥: µεγαλύτερο ή ίσο
<: µικρότερο από
≤: µικρότερο ή ίσο
=: ίσο µε
≠: όχι ίσο µε (διάφορο)
∆: ορίζεται ως

Το σύµβολο « = » θα χρησιµοποιείται µε πολλά παραπλήσια νοήµατα όπως:

• « ορίζεται από » ( is defined by )
• « είναι ταυτόσηµο µε » ( is identical to )
• « είναι ισοδύναµο µε » ( is equivalent to )
• « είναι ίσο µε » ( is equal to )

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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ΠΡΟΤΑΣΙΑΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

Η συµβολική λογική λαµβάνει υπόψη γλώσσες των οποίων ο βασικός
σκοπός είναι να συµβολίσουν συλλογισµό βασισµένο όχι µόνο σε
µαθηµατικά, αλλά επίσης και στην καθηµερινή ζωή. 

Η απλούστερη µορφή συµβολικής λογικής είναι η προτασιακή λογική

( propositional logic or propositional calculus).

Στην προτασιακή λογική ενδιαφερόµαστε για δηλωτικές προτάσεις
(declarative sentences) που µπορούν να είναι αληθείς (true), ή
ψευδείς (false), αλλά όχι και τα δύο. 

Κάθε τέτοια δηλωτική πρόταση καλείται πρόταση (proposition). 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Παραδείγµατα προτάσεων είναι :

«Το χιόνι είναι άσπρο»
«Η ζάχαρη είναι υδατάνθρακας»
«Ο Βασίλης έχει διδακτορικό»

Η αλήθεια ή το ψεύδος που αποδίδεται σε µία πρόταση, καλείται η τιµή αλήθειας (truth 
value) της πρότασης. 

Αναπαριστούµε

την αλήθεια (true) µε Τ
το ψεύδος (false) µε F

Επιπλέον θα δηλώνουµε µε ένα γράµµα ή συνδυασµό γραµµάτων κάθε πρόταση όπως
το παράδειγµα που ακολουθεί :

Ρ ∆ Το χιόνι είναι άσπρο

Q  ∆ Η ζάχαρη είναι υδατάνθρακας

R  ∆ Ο Βασίλης έχει διδακτορικό

Τα σύµβολα όπως τα P, Q, R που χρησιµοποιούνται για να δηλώσουν προτάσεις, 
καλούνται ατοµικοί τύποι ή άτοµα (atomic formulas or atoms). 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Από προτάσεις µπορούµε να δοµήσουµε σύνθετες προτάσεις (compound 
propositions), χρησιµοποιώντας λογικούς συνδέσµους (logical connectives).

Παραδείγµατα σύνθετων προτάσεων είναι :

« Το χιόνι είναι άσπρο και ο ουρανός καθαρός ».
« Αν ο Γιάννης δεν είναι στο σπίτι, τότε η Μαρία είναι στο σπίτι ».

λογικοί σύνδεσµοι στις παραπάνω δύο σύνθετες προτάσεις είναι

« και » και « εάν ...   τότε »

Στην προτασιακή λογική θα χρησιµοποιήσουµε πέντε λογικούς συνδέσµους :

~ όχι ( not ): άρνηση
∧ και ( and ): σύζευξη
∨ ή ( or ): διάζευξη
→ εάν ... τότε ( if ... then ): συνεπαγωγή
→ ↔ εάν και µόνο εάν ( if and only if ): ισοδυναµία

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Οι πέντε λογικοί σύνδεσµοι µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να δοµήσουν
σύνθετες προτάσεις, από απλές

π.χ. αναπαριστούµε τα :
« η υγρασία είναι υψηλή » µε P
« η θερµοκρασία είναι υψηλή » µε Q
« Κάποιος αισθάνεται άνετα » µε C

Τότε η πρόταση : « Αν η υγρασία είναι υψηλή και η θερµοκρασία είναι υψηλή, 
τότε κάποιος δεν αισθάνεται άνετα », µπορεί να αναπαρασταθεί µε :

( ( P ∧ Q ) → ( ~ C ) )

Έτσι βλέπουµε ότι µια σύνθετη πρόταση µπορεί να εκφράσει, µία µάλλον
πολύπλοκη ιδέα. Στην προτασιακή λογική, µία έκφραση που αναπαριστά
µια πρόταση, όπως η P, ή µία σύνθετη πρόταση όπως η

( ( P ∧ Q ) → ( ~ C ) ) 
καλείται καλοσχηµατισµένη έκφραση (well - formed formula ή wff)

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Ορισµός : Οι καλοσχηµατισµένες εκφράσεις ( wff ) ή εκφράσεις για συντοµία, στην προτασιακή
λογική, ορίζονται επαναληπτικά όπως ακολουθεί :

Ένα άτοµο είναι µια έκφραση ( wff ).
Αν G είναι µια έκφραση ( wff ) τότε ( ~ G ) είναι επίσης µια έκφραση.
Αν G και Η είναι εκφράσεις, τότε οι ( G ∧ H ), ( G ∨ H ), ( G → H ) και ( G ↔ H ) είναι εκφράσεις.
Όλες οι εκφράσεις δηµιουργούνται µέσω εφαρµογής των ανωτέρω κανόνων.

Εκφράσεις όπως ( P → ) και ( P ∨ ) δεν είναι εκφράσεις ( wff )

Μερικά ζεύγη παρενθέσεων µπορούν να απαλείφονται

π.χ. 
P → Q και P ∨ Q είναι αντίστοιχα οι εκφράσεις

(P → Q) και (P ∨ Q)  

Επιπλέον, µπορούµε να παραλείπουµε τη χρήση παρενθέσεων, εκχωρώντας φθίνουσα κατάταξη
(decreasing ranks) στους προτασιακούς συνδέσµους όπως ακολουθεί :

↔, →, ∧, ∨, ~

απαιτώντας ότι ο σύνδεσµος µε τη µεγαλύτερη κατάταξη, πάντα φτάνει πιο µακριά.
Έτσι Ρ→ Q ∧ R θα σηµαίνει ( Ρ→ ( Q ∧ R ) )
και P → Q ∧ ~ R ∨ S θα σηµαίνει ( P → ( Q ∧ ( ( ~ R ) ∨ S ) ) ).

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Έστω G και H δύο εκφράσεις. Τότε οι αληθείς τιµές των εκφράσεων :

( ~ G ), ( G ∧ H ), ( G ∨ H ), ( G → H ) και ( G ↔ H ) σχετίζονται µε τις αληθείς τιµές των G και H
κατά τον ακόλουθο τρόπο :

1. ~ G είναι αληθής όταν G είναι ψευδής και είναι ψευδής όταν G είναι αληθής. Το (~ G)   
καλείται η άρνηση του G (negation)

2. ( G ∧ H ) είναι αληθής αν G και Η είναι και τα δύο αληθή. Αλλιώς η ( G ∧ H ) είναι ψευδής. 
Πρόκειται για τη σύζευξη των G και Η ( conjunction )

3. ( G ∨ H ) είναι αληθής, αν τουλάχιστον ένα από τα G και Η είναι αληθές. Αλλιώς η ( G ∨ H ) 
είναι ψευδής. Μιλάµε τότε για τη διάζευξη των G και Η (disjunction).

4. (G → H) είναι ψευδής αν G είναι αληθής και Η είναι ψευδής. Αλλιώς η (G → H) είναι
αληθής. Η (G → H) διαβάζεται ως « εάν G, τότε Η » ή «G συνεπάγεται Η» (implication)

5. (G ↔ H) είναι αληθής οποτεδήποτε οι G και Η έχουν τις ίδιες τιµές αληθείας. Αλλιώς η (G ↔
H) είναι ψευδής. Η (G ↔ H) διαβάζεται ως “G αν και µόνο αν Η“ (ισοδυναµία).

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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G H ( ~ G ) ( G ∧∧∧∧ H ) ( G ∨∨∨∨ H ) ( G →→→→ H ) ( G ↔↔↔↔ H )

T T F T T T T

T F F F T F F

F T T F T T F

F F T F F T T

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
ΒΑΣΙΚΟΣ ΠΙΝΑΚΑΣ ΑΛΗΘΕΙΑΣ
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ΕΡΜΗΝΕΙΕΣ ΕΚΦΡΑΣΕΩΝ ΣΤΗΝ ΠΡΟΤΑΣΙΑΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

Υποθέστε ότι P και Q είναι δύο άτοµα και ότι οι τιµές αληθείας των P και Q είναι Τ και F, 
αντίστοιχα. Τότε σύµφωνα µε τη δεύτερη γραµµή (Λ 120) του πίνακα (2.1), µε P και Q 
να αντικαθιστώνται από τα G και Η αντίστοιχα βρίσκουµε ότι οι τιµές αληθείας των (~ 
Ρ), ( P ∧ Q ), ( P ∨ Q ), ( P → Q ) και ( P ↔ Q ) είναι F, F, T, F, F, αντίστοιχα.
Παρόµοια, η τιµή αληθείας κάθε έκφρασης (wff), µπορεί να υπολογιστεί σε όρους
τιµών αληθείας των ατόµων.

Παράδειγµα

Θεωρήστε την έκφραση

G ∆ ( P ∧ Q ) → ( R ↔ ( ~ S ) )
Τα άτοµα στην έκφραση αυτή είναι P, Q, R και S. 
Υποθέστε τις τιµές αληθείας αυτών να είναι T, F, T και Τ, αντίστοιχα. 
Τότε :

* η ( P ∧ Q ) είναι F αφότου η G είναι ψευδής ( F )
* η ( ~ S ) είναι F αφού η S είναι Τ
* η ( R ↔ ( ~ S ) ) είναι F αφού η R είναι Τ και η ( ~ S ) είναι F
* η ( P ∧ Q ) → ( R ↔ ( ~ S ) ) είναι Τ αφού η ( P ∧ Q ) είναι F και η ( R ↔ ( ~ S ) ) είναι F

Άρα η έκφραση G είναι Τ ( αληθής ), εάν τα P, Q, R, S είναι T, F, T, T αντίστοιχα. 
Η εκχώρηση των τιµών αληθείας στα { Τ, F, Τ, Τ } στα { P, Q, R, S } αντίστοιχα, θα

καλείται µία ερµηνεία (interpretation) της έκφρασης G. 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
• Από τη στιγµή που το καθένα από τα P, Q, R, S µπορεί να παίρνει είτε την τιµή Τ, είτε F, 

υπάρχουν 24 = 16 ερµηνείες για την έκφραση G. 
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Ορισµός

∆οθείσης µιας έκφρασης G ας είναι Α1, Α2, ..., Αn τα άτοµα που συναντώνται στην έκφραση
G. Τότε µία ερµηνεία του G είναι µια καταχώρηση των τιµών αληθείας στα Α1, Α2, ..., Αn
στα οποία κάθε Αi παίρνει τιµή Τ ή F, αλλά όχι και τις δύο µαζί. 

Ορισµός

Μια έκφραση G θα λέγεται αληθής υπό µία ( ή σε µία ) ερµηνεία [truth under (or in) an 
interpretation], αν και µόνο αν η G παίρνει την τιµή Τ στην ερµηνεία. Αλλιώς η G θα λέγεται
ψευδής υπό την ερµηνεία αυτή. (false under the interpretation ).

Εάν υπάρχουν « n » διαφορετικά άτοµα σε µια έκφραση

τότε

Θα υπάρχουν 2n διαφορετικές ερµηνείες για την έκφραση

Αν Α1, Α2, ..., Αn είναι όλα άτοµα που συναντώνται σε µια έκφραση, ίσως είναι πιο βολικό να
αναπαραστήσουµε µια ερµηνεία µέσω ενός συνόλου {m1...mn}, όπου mi είναι, ή Α ή (~ Α)

Π.χ.
το σύνολο { P, ~ Q, ~ R, S }, αναπαριστά µια ερµηνεία στην οποία P, Q, R και S έχουν
αντίστοιχα τιµές Τ, F, T, T. ∆ηλαδή, αν ένα άτοµο Α είναι µέσα σε ένα σύνολο που
αναπαριστά µια ερµηνεία, τότε το Α παίρνει την τιµή Τ, ενώ να η άρνηση του ατόµου Α
είναι µέσα στο σύνολο, τότε το Α παίρνει την τιµή F. 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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ΙΣΧΥΣ ΚΑΙ ΑΣΥΝΕΠΕΙΑ ΣΤΗΝ ΠΡΟΤΑΣΙΑΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

Παράδειγµα

Έστω η έκφραση G ∆ ( ( P → Q ) ∧ P ) → Q
Άτοµα: P, Q
22 = 4 ερµηνείες
Η έκφραση G είναι αληθής για όλες τις ερµηνείες της �

ισχυρή έκφραση ή ταυτολογία ( valid formula or tautology )

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
Παράδειγµα Έστω η έκφραση G ∆ ( ( P → Q ) ∧ ( P ∧ ~ Q ). 
Η G είναι ψευδής για όλες τις ερµηνείες της �

ασυνεπής έκφραση (inconsistent formula) ή αντιλογία (contradiction)
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Ορισµός

Μια έκφραση θα λέγεται ισχυρή (valid), αν και µόνο αν, είναι αληθής υπό όλες τις
ερµηνείες της. Μια έκφραση θα λέγεται ανίσχυρη (invalid), αν και µόνο αν, δεν είναι
ισχυρή.   

Ορισµός

Μια έκφραση θα λέγεται ασυνεπής ή ανικανοποίητη (inconsistent or unsatisfiable), αν και
µόνο αν είναι ψευδής υπό όλες τις ερµηνείες της. Μια έκφραση θα λέγεται συνεπής ή
ικανοποιήσιµη, αν και µόνο αν δεν είναι ασυνεπής. Από τους πιο πάνω ορισµούς
παρατηρούµε τα εξής :  

1. Μια έκφραση είναι ισχυρή, αν και µόνο αν η άρνησή της είναι ασυνεπής.
2. Μια έκφραση είναι ασυνεπής, αν και µόνο αν η άρνησή της είναι ισχυρή.
3. Μια έκφραση είναι ανίσχυρη αν και µόνο αν υπάρχει τουλάχιστον µια ερµηνεία υπό την

οποία η έκφραση είναι ψευδής. 
4. Μια έκφραση είναι συνεπής, αν και µόνο αν υπάρχει τουλάχιστον µια ερµηνεία υπό την

οποία η έκφραση είναι αληθής. 
5. Εάν µια έκφραση είναι ισχυρή, τότε είναι συνεπής, αλλά όχι το αντίστροφο.
6. Εάν µια έκφραση είναι ασυνεπής, τότε είναι και ανίσχυρη, αλλά όχι το αντίστροφο. 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Παράδειγµα

Χρησιµοποιώντας τεχνικές πινάκων αληθείας, θα µπορούσαµε να επιβεβαιώσουµε τα
ακόλουθα:

α. ( P ∧ ~ Ρ ) είναι ασυνεπής : άρα επίσης ανίσχυρη.
β. ( P ∨ ~ Ρ ) είναι ισχυρή : άρα επίσης συνεπής.
γ. ( P → ~ Ρ ) είναι ανίσχυρη : και ακόµα ασυνεπής.

Αν µια έκφραση F είναι αληθής υπό την ερµηνεία Ι, τότε λέµε ότι η Ι ικανοποιεί ( satisfies ) 
την F, ή ότι η F ικανοποιείται από την Ι.

Από την άλλη µεριά, αν µια έκφραση F είναι ψευδής υπό µια ερµηνεία Ι, τότε θα λέµε ότι
η Ι διαψεύδει ( είναι ενδεχόµενο να εµφανίζεται και µε τον όρο « ψευτίζει » την F µε
την έννοια ότι « προσδίδει ψεύδος στην F » την F ( falsifies F ), ή ότι η F διαψεύδεται
από την Ι

Π.χ. η έκφραση ( P ∧ ( ~ Q ) ) ικανοποιείται από την ερµηνεία { Ρ, ~ Q } αλλά
διαψεύδεται από την ερµηνεία { Ρ, Q }. Όταν µια ερµηνεία Ι ικανοποιεί µια έκφραση F, 
η Ι επίσης καλείται, ένα µοντέλο ( model ) της F

Στην προτασιακή λογική αφότου ο αριθµός των ερµηνειών είναι πεπερασµένος, κάποιος
µπορεί να αποφασίσει αν ή όχι µια έκφραση στην προτασιακή λογική είναι ισχυρή ( ή
ασυνεπής ) µέσω εξαντλητικής εξέτασης όλων των πιθανών ερµηνειών της.

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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ΚΑΝΟΝΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ ΣΤΗΝ ΠΡΟΤΑΣΙΑΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

Συχνά είναι χρήσιµο ή αναγκαίο να µετασχηµατίσουµε µια έκφραση από µια
µορφή σε άλλη, ειδικά σε µια κανονική µορφή ( normal form ).

Αυτό γίνεται αντικαθιστώντας µικρότερες εκφράσεις µε άλλες ισοδύναµες µέσα
στη κύρια έκφραση επαναληπτικά ώσπου να πετύχουµε την επιθυµητή
µορφή της. 

Με τον όρο ισοδύναµες εννοούµε τα εξής :

Ορισµός

∆ύο εκφράσεις F και G λέγονται ισοδύναµες ( equivalent ) - ή η F είναι
ισοδύναµη της G - και δηλώνονται ως F = G, αν και µόνο αν οι τιµές
αληθείας των F και G είναι οι ίδιες υπό κάθε ερµηνεία των F και G.

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Παράδειγµα

Επιβεβαιώνουµε ότι το ( P → Q ) είναι ισοδύναµο µε το ( ~ P ∨ Q ), εξετάζοντας τον πίνακα αληθείας :

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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ΚΑΝΟΝΕΣ 2.1-2.10

πάντα αληθής � πάντα ψευδής � F, G και Η είναι όλες εκφράσεις

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

2.3a και 2.3b καλούνται συχνά νόµοι µετατροπής (commutative laws)
2.4a και 2.4b καλούνται νόµοι σύνδεσης (associative laws)
2.5a και 2.5b νόµοι κατανοµής (distributive laws)
2.10a και 2.10b νόµοι του De Morgan (de Morgan laws)
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Η F1 ∨ F2 ∨ ... ∨ Fn είναι αληθής οποτεδήποτε τουλάχιστον µία από τις Fi, 1 ≤ i ≤ n είναι αληθής, 
αλλιώς είναι ψευδής. 

Η F1 ∨ F2 ∨ ... ∨ Fn καλείται η διάζευξη ( disjunction ) των F1, ..., Fn

F1 ∧ F2 ∧ ... ∧ Fn αληθής, εάν όλες οι F1, ..., Fn είναι αληθής και η οποία είναι ψευδής
αλλιώς. 

Η F1 ∧ F2 ∧ ... ∧ Fn καλείται η σύζευξη ( conjunction ) των F1, ..., Fn. Σηµειώστε ότι η διάταξη στην
οποία τα Fi εµφανίζονται σε µια σύζευξη, ή, διάζευξη, είναι άνευ σηµασίας

Π.χ. 
F1 ∨ F2 ∨ F3 = 
F1 ∨ F3 ∨ F2  = 
F2 ∨ F1 ∨ F3 = 
F3 ∨ F2 ∨ F1 = 
F2 ∨ F3 ∨ F1 = 
F3 ∨ F1 ∨ F2

Ορισµός

Ένας στοιχειώδης τύπος ( literal ) είναι ένα άτοµο ή η άρνηση ενός ατόµου.

Ορισµός

Μια έκφραση F λέγεται ότι είναι « σε µια συζευκτική κανονική µορφή » F ∆ F1 ∧ ... ∧ Fn, n ≥ 1, όπου
κάθε ένα από τα F1, ..., Fn είναι µια διάζευξη από στοιχειώδεις τύπους.

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Παράδειγµα

Έστω P, Q, R άτοµα

Τότε F ∆ ( P ∨ ~ Q ∨ R ) ∧ ( ~ P ∨ Q ) είναι µια έκφραση σε µια συζευκτική κανονική µορφή. 

Για αυτή την έκφραση, F1 = ( P ∨ ~ Q ∨ R ) και F2 = ( ~ P ∨ Q ). 

Η F1 είναι µια διάζευξη των στοιχειωδών τύπων ~ Ρ και Q. 

Ορισµός

Μία έκφραση F λέγεται ότι είναι σε µια διαζευκτική κανονική µορφή ( disjunctive normal form ),  
αν και µόνο να η F έχει τη µορφή του

F ∆ F1 ∨ ... ∨ Fn , n ≥ 1 , όπου καθένα από τα F1, ..., Fn

είναι µια σύζευξη από στοιχειώδεις τύπους.

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Παράδειγµα

Έστω P, Q, R, άτοµα. Τότε η F ∆ ( ~ P ∧ Q ) ∨ ( P ∧ ~ Q ∧ ~ R ) είναι µια έκφραση σε µια διαζευκτική
κανονική µορφή. 

F1 = ( ~ P ∧ Q ) 
και

F2 = ( P ∧ ~ Q ∧ ~ R )

Η F1 είναι µια σύζευξη των στοιχειωδών τύπων ~ P και Q και η F2 είναι µια σύζευξη των στοιχειωδών τύπων
P, ~ Q, και ~ R. 

Οποιαδήποτε έκφραση µπορεί να µετασχηµατιστεί σε µια κανονική µορφή [νόµοι]. 

∆ιαδικασία µετασχηµατισµού :

Βήµα 1
Χρησιµοποίησε τους νόµους 2.1 ( F ↔ G = ( F → G ) ∧ ( G → F ) ) και 2.2 ( F → G = ~ F ∨ G ) για να

εξαλειφθούν οι λογικοί σύνδεσµοι→ και↔.
Βήµα 2
Επαναληπτική χρήση του νόµου 2.9 ( ~ ( ~ F ) = F ) και των νόµων De Morgan, 2.10α ( ~ ( F ∨ G ) = ~ F ∧ ~ 

G ) και 2.10b ( ~ ( F ∧ G ) = ~ F ∨ ~ G ) για να φέρουµε τα αρνητικά σύµβολα αµέσως πριν τα άτοµα.
Βήµα 3
Επαναληπτικά χρησιµοποίησε τους νόµους κατανοµής

2.5a ( F ∨ ( G ∧ H ) = ( F ∨ G ) ∧ ( F ∨ H ) ) και
2.5b ( F ∧ ( G ∨ H ) = ( F ∧ G ) ∨ ( F ∧ H ) και τους άλλους νόµους για να επιτύχεις µια

κανονική µορφή.

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Παράδειγµα

∆ηµιουργήστε µια διαζευκτική κανονική µορφή για την έκφραση ( P ∨ ~ Q ) → R
Έχουµε ( P ∨ ~ Q ) → R = ~ ( P ∨ ~ Q ) ∨ R ( 2.2 )

= (~ P ∧ ~ ( ~ Q ) ) ∨ R ( 2.10a )
= ( ~ P ∧ Q ) ∨ R ( 2.9 )

που είναι το ζητούµενο.

Παράδειγµα

Βρείτε µια συζευκτική κανονική µορφή για την έκφραση ( P ∧ ( Q → R ) ) → S
( P ∧ ( Q → R ) ) → S
= ( P ∧ ( ~ Q ∨ R ) ) → S ( 2.2 ) 
= ~ ( P ∧ ( ~ Q ∨ R ) ) ∨ S ( 2.2 ) 
= ( ~ P ∨ ~ ( ~ Q ∨ R ) ) ∨ S ( 2.10b ) 
= ( ~ P ∨ ( ~ ( ~ Q ) ∧ ~ R ) ) ∨ S ( 2.10a ) 
= ( ~ P ∨ ( Q ∧ ~ R ) ) ∨ S ( 2.9 ) 
= ( ( ~ P ∨ Q ) ∧ ( ~ P ∨ ~ R ) ) ∨ S ( 2.5a ) 
= S ∨ ( ( ~ P ∨ Q ) ∧ ( ~ P ∨ ~ R ) ) ( 2.3a ) 
= ( S ∨ ( ~ P ∨ Q ) ) ∧ ( S ∨ ( ~ P ∨ ~ R ) ) ( 2.5a ) 
= ( S ∨ ~ P ∨ Q ) ∧ ( S ∨ ~ P ∨ ~ R ) ( 2.4a ) 

άρα το ( S ∨ ~ P ∨ Q ) ∧ ( S ∨ ~ P ∨ ~ R ) είναι το ζητούµενο

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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ΛΟΓΙΚΕΣ ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ

Στα µαθηµατικά, όπως και στην καθηµερινή ζωή, συχνά πρέπει να αποφασίσουµε εάν
κάποια κατάσταση είναι επακόλουθο κάποιων άλλων καταστάσεων

Αυτό οδηγεί στην έννοια της «λογικής συνέπειας»

Παράδειγµα

Έστω οι προτάσεις:

1) οι τιµές των µετοχών υποχωρούν, αν το επιτόκιο καταθέσεων ανεβαίνει

2) οι περισσότεροι άνθρωποι είναι δυστυχείς όταν οι τιµές µετοχών υποχωρούν

3) Υποθέστε ότι τώρα το επιτόκιο καταθέσεων πράγµατι ανεβαίνει

∆είξτε ότι µπορείτε να συνάγετε το ότι οι άνθρωποι είναι δυστυχείς

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Για να δείξουµε το ζητούµενο, δηλώνουµε τις καταστάσεις ως ακολούθως :

P ∆ Το επιτόκιο καταθέσεων ανεβαίνει

S ∆ Οι τιµές µετοχών υποχωρούν

U ∆ Οι περισσότεροι άνθρωποι είναι δυστυχείς

Υπάρχουν 4 καταστάσεις στο παράδειγµά µας. Αυτές είναι :

( 1 ) : Εάν το επιτόκιο καταθέσεων ανεβαίνει, οι τιµές µετοχών υποχωρούν.
( 2 ) : Εάν οι τιµές µετοχών υποχωρούν, οι πιο πολλοί άνθρωποι είναι δυστυχείς
( 3 ) : Το επιτόκιο καταθέσεων ανεβαίνει

( 4 ) : Οι περισσότεροι άνθρωποι είναι δυστυχείς

Αυτές οι καταστάσεις, αρχικά συµβολίζονται ως :
( 1’ ) : P → S
( 2’ ) : S → U
( 3’ ) : P
( 4’ ) : U

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Τώρα δείχνουµε ότι ( 4’ ) είναι αληθής, οποτεδήποτε η ( 1’ ) ∧ ( 2’ ) ∧ ( 3’ ) είναι αληθής.

Μετασχηµατίζουµε πρώτα την ( ( P → S ) ∧ ( S → U ) ∧ P 
( αναπαριστώντας την ( 1’ ) ∧ ( 2’ ) ∧ ( 3’ ) σε µια κανονική µορφή ) :

( ( P →→→→ S ) ∧∧∧∧ ( S →→→→ U ) ∧∧∧∧ P )
( ( ~ P ∨∨∨∨ S ) ∧∧∧∧ ( ~ S ∨∨∨∨ U ) ∧∧∧∧ P ) ( 2.2 ) 
= P ∧∧∧∧ ( ~ P ∨∨∨∨ S ) ∧∧∧∧ ( ~ S ∨∨∨∨ U ) ( 2.3b ) 
= ( ( P ∧∧∧∧ ~ P ) ∨∨∨∨ ( P ∧∧∧∧ S ) ) ∧∧∧∧ ( ~ S ∨∨∨∨ U ) ( 2.5b ) 
= ( (  ���� ∨∨∨∨ ( P ∧∧∧∧ S ) ) ∧∧∧∧ ( ~ S ∨∨∨∨ U ) ) ( 2.8b ) 
= ( P ∧∧∧∧ S ) ∧∧∧∧ ( ~ S ∨∨∨∨ U ) ( 2.6a ) 
= ( P ∧∧∧∧ S ∧∧∧∧ ~ S ) ∨∨∨∨ ( P ∧∧∧∧ S ∧∧∧∧ U ) ( 2.5b ) 
= ( P ∧∧∧∧ ���� ) ∨∨∨∨ ( P ∧∧∧∧ S ∧∧∧∧ U ) ( 2.8b ) 
= ���� ∨∨∨∨ ( P ∧∧∧∧ S ∧∧∧∧ U ) ( 2.7b ) 
= P ∧∧∧∧ S ∧∧∧∧ U ( 2.6a ) 

Έτσι εάν ( ( P → S ) ∧ ( S → U ) ∧ P ) είναι αληθής, τότε η ( P ∧ S ∧ U ) είναι αληθής

Αφού η ( P ∧ S ∧ U ) είναι αληθής µόνο εάν P, S και U είναι όλες αληθείς, συνάγουµε ότι
η U είναι αληθής

Επειδή η U είναι αληθής οποτεδήποτε οι ( P → S ), (S → U ) και Ρ είναι αληθείς, στη
λογική η U καλείται λογική συνέπεια των ( P → S), ( S → U ) και Ρ

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Ορισµός

∆οθέντων των εκφράσεων F1, F2, ...Fn και µιας έκφρασης G, 
η G θα καλείται λογική συνέπεια (logical consequence) των
F1, F2, ...Fn
[ ή η G λογικά συνεπάγεται από τις F1, F2, ...Fn

( logically follows from F1, F2, ...Fn ], 
αν και µόνο αν, για κάθε ερµηνεία Ι, στην οποία η
F1 ∧ F2 ∧ ... ∧ Fn είναι αληθής, η G είναι επίσης αληθής

Οι F1, F2, ...Fn ονοµάζονται αξιώµατα (axioms) ή ακόµα υποθέσεις (premises) 
ή αυταπόδεικτα του G

Θεώρηµα ( 2.1 )
∆οθέντων των εκφράσεων F1, F2, ...Fn και µιας έκφρασης G, 
η G είναι µια λογική συνέπεια των F1, F2, ...Fn αν και µόνο αν

η έκφραση ( ( F1 ∧ F2 ∧ ... ∧ Fn ) → G ) είναι ισχυρή (valid)

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Θεώρηµα ( 2.2 )

∆οθέντων των εκφράσεων F1, F2, ..., Fn και µιας έκφρασης G, 
η G είναι λογική συνέπεια των F1, F2, ...Fn
αν και µόνο αν η έκφραση ( F1 ∧ F2 ∧ ... ∧ Fn ∧ ~G) είναι ασυνεπής (inconsistent)

Τα δύο αυτά θεωρήµατα είναι πολύ σηµαντικά . ∆είχνουν ότι αποδεικνύοντας πως µια
συγκεκριµένη έκφραση είναι µια λογική συνέπεια ενός πεπερασµένου συνόλου
εκφράσεων, είναι ισοδύναµο µε το να αποδειχτεί ότι µια συγκεκριµένη συνολική
έκφραση είναι ισχυρή ή ασυνεπής.

Εάν η G είναι µια λογική συνέπεια των F1, F2, ...Fn η έκφραση

( ( F1 ∧ F2 ∧...∧ Fn ) → G ) καλείται ένα θεώρηµα (theorem) και η G επίσης
καλείται το συµπέρασµα του θεωρήµατος (conclusion of the theorem)

Στα µαθηµατικά όπως επίσης και σε άλλες περιοχές, πολλά προβλήµατα µπορούν να
τυποποιηθούν ως προβλήµατα απόδειξης θεωρηµάτων

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
Παράδειγµα

Θεωρήστε τις εκφράσεις : F1 ∆ ( P → Q )
F2 ∆ ~ Q
G ∆ ~ P

∆είξτε ότι η G είναι µια λογική συνέπεια των F1 και F2 .

Μέθοδος 1
Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την τεχνική των πινάκων αληθείας, για να δείξουµε ότι η G είναι αληθής, σε κάθε

µοντέλο της ( P → Q ) ∧ ~ Q. 
Υπάρχει µόνο ένα µοντέλο για την ( P → Q ) ∧ ~ Q, το { ~ P , ~ Q } (δηλαδή µόνο ένα ζεύγος τιµών αλήθειας που την

επαληθεύει (Τ) – δείτε τελευταία γραµµή του πίνακα. 
Η ~ P είναι φυσικά αληθής στο µοντέλο αυτό. 
Έτσι µέσω του ορισµού της λογικής συνέπειας, συµπεραίνουµε ότι η ~ Ρ είναι λογική συνέπεια των ( P → Q ) και ~ Q.
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
Μέθοδος 2
Χρησιµοποιούµε το θεώρηµα 2.1. 
Αυτό µπορεί να γίνει απλά επεκτείνοντας τον πίνακα αληθείας του πίνακα ( 2.7 ), ή

υπολογίζοντας την έκφραση ( ( P → Q ) ∧ Q ) → ~ Ρ. Ο πίνακας ( 2.8 ) δείχνει ότι η

( ( P → Q ) ∧ ~ Q ) → ~ Ρ είναι αληθής για κάθε ερµηνεία. 
Έτσι η ( ( P → Q ) ∧ ~ Q ) → ~ Ρ είναι ισχυρή ( valid ) και σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.1, 

η ~ Ρ είναι µια λογική συνέπεια των P → Q και ~ Q
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Μέθοδος 3

Μπορούµε επίσης να αποδείξουµε την ισχύ της ( ( P → Q ) ∧ ~ Q ) → ~ Ρ, 
µετασχηµατίζοντας την σε µια συζευκτική κανονική µορφή:

( ( P → Q ) ∧ ~ Q ) → ~ Ρ
= ~ ( ( P → Q ) ∧ ~ Q ) ∨ ~ Ρ ( 2.2 ) 
= ~ ( ( ~ P ∨ Q ) ∧ ~ Q ) ∨ ~ Ρ ( 2.2 ) 
= ~ ( ( ~ P ∧ ~ Q ) ∨ ( Q ∧ ~ Q ) ) ∨ ~ Ρ ( 2.5b )
= ~ ( ( ~ P ∧ ~ Q ) ∨ � ) ∨ ~ Ρ ( 2.8b )
= ~ ( (~ P ∧ ~ Q ) ) ∨ ~ Ρ ( 2.6a )
= ( P ∨ Q ) ∨ ~ Ρ ( 2.10b )
= ( Q ∨ P ) ∨ ~ Ρ ( 2.3a )
=   Q ∨ ( P ∨ ~ P)
=   Q ∨ ■

=   ■

Άρα η ( ( P → Q ) ∧ ~ Q ) → ~ Ρ είναι ισχυρή

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
Μέθοδος 4
Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το θεώρηµα ( 2.2 )

Τότε αποδεικνύουµε ότι η

( ( P → Q ) ∧ ~ Q ) ∧ ( ~ ( ~ P ) ) = ( P → Q ) ∧ ~ Q ∧ (~(~P)) είναι ασυνεπής [lL126]

Πάλι όπως στη µέθοδο 2, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την τεχνική πίνακα αληθείας, για να δείξουµε ότι η ( P → Q ) 
∧ ~ Q ∧ (~(~P))  δηλ. η ( P → Q ) ∧ ~ Q ∧ P είναι ψευδής για κάθε ερµηνεία

Από τον πίνακα ( 2.9 ), συµπεραίνουµε ότι η ( P → Q ) ∧ ~ Q ∧ P είναι ασυνεπής και σύµφωνα µε το θεώρηµα ( 2.2 ), η
~ Ρ είναι µια λογική συνέπεια των ( P → Q ) και ~ Q.
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5η µέθοδος

Μπορούµε επίσης να αποδείξουµε την ασυνέπεια της

( P → Q ) ∧ ~ Q ∧ P
µετασχηµατίζοντας την σε µια διαζευκτική κανονική µορφή

(disjunctive normal form): 

( P → Q ) ∧ ~ Q ∧ P =
( ~ P ∨ Q ) ∧ ( ~ Q ∧ P ) = ( 2.2 ) 

( ~ P ∧ ~ Q ∧ P ) ∨ ( Q ∧ ~ Q ∧ P ) = ( 2.5b )

( � ∧ ~ Q ) ∨ ( � ∧ P ) = ( 2.4 ) ( 2.7 ) ( 2.8 )
� ∨ � = ( 2.8b )
� ( 2.6a )

Άρα η ( P → Q ) ∧ ~ Q ∧ P είναι ασυνεπής

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΠΡΟΤΑΣΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΜΕΣΩ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΩΝ

Παράδειγµα 1

∆οθέντος του γεγονότος ότι το κοινοβούλιο αρνείται να ψηφίσει νέους νόµους, 
τότε η απεργία δεν θα λήξει, εκτός αν διαρκέσει περισσότερο από ένα χρόνο
και ο πρόεδρος παραιτηθεί. ∆εν θα λήξει η απεργία διότι το κοινοβούλιο
αρνείται να ενεργήσει και η απεργία µόλις αρχίζει .

α. Μετατροπή καταστάσεων σε σύµβολα :
P : Το κοινοβούλιο αρνείται να ενεργήσει

Q : Η απεργία έχει λήξει

R : Ο πρόεδρος παραιτείται

S : Η απεργία διαρκεί περισσότερο από ένα χρόνο

Τότε τα γεγονότα που δείχνονται στο παράδειγµα µπορούν να
αναπαρασταθούν από « εκφράσεις » :

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ



44

F1 : ( P → ( ~ Q ∨ ( R ∧ S ) ) )     ∆ εάν το κοινοβούλιο αρνηθεί να ψηφίσει νέους νόµους,
τότε η απεργία δεν θα λήξει εκτός κι αν διαρκέσει

περισσότερο από ένα χρόνο και ο πρόεδρος παραιτηθεί.

F2 :  Ρ ∆ Το κοινοβούλιο αρνείται να ενεργήσει.

F3 : ~ S ∆ Η απεργία µόλις αρχίζει.

Από τα γεγονότα F1, F2, F3 συµπεραίνουµε ότι η απεργία δεν θα λήξει; 

∆ηλαδή µπορούµε να δείξουµε ότι η ~ Q είναι µια λογική συνέπεια των F1, F2, F3 ; 

Από το θεώρηµα 2.1 αυτό είναι ισοδύναµο µε το να δείξουµε ότι η

( ( P →→→→ ( ~ Q ∨∨∨∨ ( R ∧∧∧∧ S ) ) ) ∧∧∧∧ P ∧∧∧∧ ~ S →→→→ ~ Q 

είναι µια ισχυρή έκφραση (valid formula)

Στον πίνακα 2.10 φαίνονται οι τιµές αληθείας της παραπάνω έκφρασης για όλες τις ερµηνείες

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Από τον ίδιο πίνακα βλέπουµε ότι δεν υπάρχει ψευδής
ερµηνεία. 

Άρα η έκφρασή µας είναι µια ισχυρή έκφραση

Έτσι η ~ Q είναι µια λογική συνέπεια των

F1, F2 και F3 
και µπορούµε να συνάγουµε την

~ Q από τις Fi

Άρα η απάντηση είναι : « η απεργία δεν θα λήξει »

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Παράδειγµα (Πρόβληµα Χηµικής Σύνθεσης)

Υποθέστε ότι µπορούν να λάβουν χώρα οι ακόλουθες χηµικές αντιδράσεις :

(1) :  MgO + H2 → Mg + H2O
(2) :  C + CO2 → CO2
(3) :  CO2 + H2O → H2CO3

Υποθέστε ότι έχουµε µερικές ποσότητες MgO, H2, O2 και C σαν ατοµικές εκφράσεις.

Τότε οι πιο πάνω χηµικές αντιδράσεις µπορούν να αναπαρασταθούν από τις ακόλουθες εκφράσεις :

Α1 : ( MgO ∧ H2 ) → ( Mg ∧ H2O )
A2 : ( C ∧ O2 ) → CO2
A3 : ( CO2 ∧ H2O ) → H2CO3

Αφού έχουµε MgO, H2, O2 και C, αυτά τα γεγονότα µπορούν να αναπαρασταθούν από τις ακόλουθες
εκφράσεις :

A4 : MgO
A5 : H2
A6 : O2
A7 : C

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
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Τώρα το πρόβληµα µπορεί να καταστρωθεί εκ νέου ως εξής :

Πρέπει να αποδείξουµε ότι το H2CO3 είναι µια λογική συνέπεια των Α1, ... Α7 που από το θεώρηµα ( 2.2 ) 
είναι αλήθεια αν η ( Α1 ∧ ... ∧ Α7 ) ∧ ~ H2CO3 είναι ασυνεπής

Αποδεικνύουµε το τελευταίο, µετασχηµατίζοντας την έκφραση : ( Α1 ∧ Α2 ... ∧ Α7  ∧ ~ H2CO3 ) σε µια
διαζευκτική κανονική µορφή :

(Α1 ∧ ... ∧ Α7  ∧ ~ H2CO3 ) = 
= ( ( MgO ∧ H2 ) → ( MgO ∧ H2O ) ) ∧ ( ( C ∧ O2 ) → CO2 ) ∧ ( ( CO2 ∧ H2O ) → H2CO3 ) ∧ MgO  ∧ H2 ∧ C ∧

O2 ∧ ~ H2CO3 =
= ( ~ MgO ∨ ~ H2 ∨ Mg ) ∧ ( ~ MgO ∨ ~ H2 ∨ H2O ) ∧ ( ~ C ∨ ~ O2 ∨ CO2 ) ∧ ( ~ CO2 ∨ ~ H2O ∨ H2CO3 ) ∧

MgO  ∧ H2 ∧ C ∧ O2 ∧ ~ H2CO3 =
= ( ~ MgO ∨ ~ H2 ∨ Mg ) ∧ ( ~ MgO ∨ ~ H2 ∨ H2O ) ∧ MgO ∧ H2 ∧ ( ~ C ∨ ~ O2 ∨ CO2 ) ∧ C ∧ O2 ∧ ( ~ CO2 ∨

~ H2O ∨ H2CO3 ) ∧ ~ H2CO3 ∧ MgO  ∧ H2 ∧ C ∧ O2 ∧ ~ H2CO3 =
= … =
= Mg ∧ H2O ∧ MgO ∧ H2 ∧ CO2 ∧ C ∧ O2 ∧ ( ~ CO2 ∨ ~ H2O ) ∧ ~ H2CO3 ∧ MgO  ∧ H2 ∧ C ∧ O2 ∧ ~ H2CO3 =
= ( ~ CO2 ∨ ~ H2O ) ∧ H2O ∧ CO2 ∧ Mg ∧ MgO ∧ H2 ∧ C ∧ O2 ∧ ~ H2CO3 =
= � ∧ Mg  ∧ MgO  ∧ H2 ∧ C ∧ O2 ∧ ~ H2CO3 = 
= �

Αφού η σηµαίνει « πάντα ψευδής », η έκφραση (Α1 ∧ ... ∧ Α7  ∧ ~ H2CO3 ) είναι ασυνεπής. 
Άρα το H2CO3 είναι µια λογική συνέπεια των Α1, ... , Α7. 
Αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να φτιάξουµε H2CO3 από MgO, H2, O2 και C

Η παραπάνω διαδικασία καλείται πολλαπλασιαστική µέθοδος (multiplication method), γιατί η διαδικασία
µετασχηµατισµού είναι πολύ όµοια µε τον πολλαπλασιασµό µιας αριθµητικής έκφρασης

Στην πράξη, πολύ συνθετότερα παραδείγµατα όµοια µε το τελευταίο, λύνονται από Η/Υ µε κατάλληλα

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ


