
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

• ΚΑΤΗΓΟΡΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

Στην προτασιακή λογική � atoms � formulas
«εκφράσεις» : πλήθος σύνθετων ιδεών
Atom: η δοµή & σύνθεσή του είναι «κατασταλµένες» ( suppressed ) 

Προβλήµατα προτασιακής λογικής:
π.χ. Κάθε άνθρωπος είναι θνητός. 

Αφού ο Κοµφούκιος είναι ένας άνθρωπος, είναι θνητός. 

Πρόκειται για διαισθητικά σωστό συλλογισµό

Ωστόσο αν P : Κάθε άνθρωπος είναι θνητός.
Q : Ο Κοµφούκιος είναι ένας άνθρωπος.
R : Ο Κοµφούκιος είναι θνητός.

η R δεν είναι λογική συνέπεια (logical consequence) των P και Q



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

� λογική των κατηγορηµάτων ή κατηγορική λογική ( first order logic )

� τρεις πιο λογικές αντιλήψεις (notions) από ότι η προτασιακή λογική: 
- όροι ( terms ) 
- κατηγορήµατα ( predicates ) 
- ποσοδείκτες (quantifiers ) 

� µεγάλο µέρος της µαθηµατικής αλλά και καθηµερινής γλώσσας

µπορεί να συµβολοποιηθεί µέσω της κατηγορικής λογικής

� ∆είτε σχετικά την έκδοση LOGICOMIX (Παπαδηµητρίου – ∆οξιάδης) 
για την ιστορία της εξέλιξης της λογικής και τη νέα εποχή των
µαθηµατικών του 20ου αιώνα



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
Θέλουµε να αναπαραστήσουµε το «x είναι µεγαλύτερο από 3»
Ορίζουµε το κατηγόρηµα ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΟ ( x, y ) να σηµαίνει : 

«το x είναι µεγαλύτερο από y»
Τότε η αρχική φράση γίνεται ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΟ ( x, 3 )
ΣΗΜ: ένα κατηγόρηµα είναι µια σχέση

«O x αγαπά την y» : κατηγόρηµα ΑΓΑΠΑ ( x, y )
Τότε «Ο Γιάννης αγαπά τη Μαρία» γίνεται ΑΓΑΠΑ (Γιάννης, Μαρία)

Χρήση συµβόλων συναρτήσεων στην κατηγορική λογική:
ΣΥΝ ( x, y ) δηλώνει το «x + y»
ΠΑΤΕΡΑΣ ( x ) σηµαίνει «Ο πατέρας του x»

«x + 1 είναι µεγαλύτερο από x» συµβολίζεται

ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΟ (ΣΥΝ (x, 1), x)
«Ο πατέρας του Γιάννη, αγαπά το Γιάννη»,

συµβολίζεται: ΑΓΑΠΑ (ΠΑΤΕΡΑΣ (Γιάννης), Γιάννης)



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
κατηγορική λογική: 

άτοµα ( atoms ) ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΟ ( x, 3 ),           
ΑΓΑΠΑ ( Γιάννης, Μαρία )
ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΟ ( ΣΥΝ ( x, 1 ), x ) 
ΑΓΑΠΑ ( ΠΑΤΕΡΑΣ( Γιάννης ), Γιάννης ),

κατηγορικά σύµβολα ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΟ
ΑΓΑΠΑ ( predicate symbols ), 

x είναι µια µεταβλητή ( variable ) 
3, Γιάννης και Μαρία, αυτόνοµα σύµβολα ή σταθερές

ΠΑΤΕΡΑΣ και ΣΥΝ: σύµβολα συναρτήσεων (function symbols ) 

4 τύποι συµβόλων για να δοµήσουµε ένα άτοµο :

i )  Αυτόνοµα σύµβολα ή σταθερές : ονόµατα αντικειµένων όπως ( Γιάννης, Μαρία, 3 )
ii ) Σύµβολα Μεταβλητών : γράµµατα µε, ή, χωρίς δείκτες
iii ) Σύµβολα Συναρτήσεων : µικρά γράµµατα f, g, h, ή συνδυασµοί χαρακτήρων

ΠΑΤΕΡΑΣ ή ΣΥΝ

iv ) Σύµβολα κατηγορηµάτων : Αυτά είναι συνήθως κεφαλαία γράµµατα όπως P, Q, R ... 
ή συνδυασµοί χαρακτήρων κεφαλαίων γραµµάτων όπως ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΟ και ΑΓΑΠΑ.



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
Κάθε σύµβολο συνάρτησης ή κατηγορήµατος, παίρνει καθορισµένο αριθµό εικόνων

Αν ένα σύµβολο συνάρτησης, έστω f, παίρνει « n » εικόνες το σύµβολο f καλείται ένα
σύµβολο συνάρτησης n - θέσης για κάθε τιµή του « n », µπορεί να ονοµαστεί

n - διάστατο ( π.χ. µονοδιάστατο, ... ) ( « n » - place function symbol ) 

Αυτόνοµο σύµβολο ή σταθερά: σύµβολο συνάρτησης που δεν έχει εικόνες (arguments) 

Αν ένα κατηγορικό σύµβολο Ρ παίρνει n-εικόνες το Ρ καλείται

« n » θέσης κατηγορικό σύµβολο

για κάθε τιµή του n µπορεί να ονοµαστεί n-διάστατο (π.χ. µονοδιάστατο, ... ) 
( « n » - place predicate symbol)

ΠΑΤΕΡΑΣ: µιας θέσης συναρτησιακό σύµβολο
ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΟ και ΑΓΑΠΑ: δύο θέσεων κατηγορικά σύµβολα. 

Μια συνάρτηση είναι µια απεικόνιση (mapping), που απεικονίζει ένα πρόσωπο ονοµαζόµενο
Γιάννης, σε ένα πρόσωπο που είναι « ο πατέρας του Γιάννη ». 

ΠΑΤΕΡΑΣ ( Γιάννης ) αναπαριστά ένα πρόσωπο, ακόµα κι αν το όνοµά του είναι άγνωστο

Καλούµε την « ΠΑΤΕΡΑΣ ( Γιάννης ) » έναν όρο ( term ) στην κατηγορική λογική



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
Ορισµός

Οι όροι ( terms ) ορίζονται επαναληπτικά όπως ακολουθεί :
i ) Μία σταθερά είναι ένας όρος

ii ) Μία µεταβλητή είναι ένας όρος

iii ) Εάν f είναι ένα « n » - θέσης συναρτησιακό σύµβολο, και t1, ... tn είναι όροι, τότε η
f ( t1, ... tn ) είναι ένας όρος
iv ) Όλοι οι όροι παράγονται µέσω εφαρµογής των κανόνων i, ii, iii

Παράδειγµα

x και 1 είναι και τα δύο όροι

ΣΥΝ είναι «δύο θέσεων συναρτησιακό σύµβολο»
ΣΥΝ ( x, 1 ) είναι ένας όρος, σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό

ΣΥΝ ( ΣΥΝ ( x, 1 ), x ) και ΠΑΤΕΡΑΣ ( ΠΑΤΕΡΑΣ ( Γιάννης ) ) είναι επίσης όροι
Ο πρώτος δηλώνει την ( x + 1 ) + x και ο δεύτερος τον παππού του Γιάννη

Κατηγόρηµα: είναι µια απεικόνιση, που απεικονίζει µια λίστα από σταθερές σε τιµή Τ ή F
ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΟ είναι ένα κατηγόρηµα

ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΟ ( 5, 3 ) είναι Τ ( δηλ. true : αληθές ) 
ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΟ ( 1, 3 ) είναι F ( δηλ. false : ψευδές )

Ορισµός ( Άτοµο στην Κατηγορική Λογική )
Αν Ρ είναι ένα « n - θέσης κατηγορικό σύµβολο » και t1, ... tn είναι όροι, τότε το Ρ (t1, ... 

tn ) είναι ένα άτοµο ( atom ). Καµία άλλη έκφραση δεν µπορεί να θεωρηθεί άτοµο.



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

Χρησιµοποιούµε τους ίδιους 5 λογικούς συνδέσµους µε αυτούς της προτασιακής λογικής, 
για να δοµήσουµε εκφράσεις

Επιπλέον, αφού έχουµε παρουσιάσει τις µεταβλητές, χρησιµοποιούµε δύο ειδικά
σύµβολα τα ∀ και ∃ για να χαρακτηρίσουµε τις µεταβλητές. 

Τα ∀ και ∃ καλούνται καθολικός και υπαρξιακός ποσοδείκτης, αντίστοιχα
(universal and existential quantifiers )

Εάν x είναι µια µεταβλητή τότε

( ∀ x ) διαβάζεται « για όλα τα x » ή « για κάθε x », 

( ∃ x ) διαβάζεται « υπάρχει ένα x », ή
« για µερικά x », ή
« για τουλάχιστον ένα x »



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
Παράδειγµα

Να συµβολοποιήσετε τις ακόλουθες προτάσεις :

( α ) Κάθε λογικός αριθµός ( rational ) είναι ένας πραγµατικός αριθµός.
( β ) Υπάρχει ένας αριθµός που είναι πρώτος.
( γ ) Για κάθε αριθµό x, υπάρχει ένας αριθµός y, τέτοιος ώστε x < y.

∆ηλώνουµε µε P ( x ) : το « x είναι ένας πρώτος αριθµός »
Q ( x ) : το « x είναι ένας λογικός αριθµός »
R ( x ) : το « x είναι ένας πραγµατικός αριθµός »

και LESS ( x, y ) : το « x είναι µικρότερο από y »

Τότε οι προτάσεις δηλώνονται ως εξής :

( α’ ) : ( ∀ x ) ( Q ( x ) → R ( x ) )
( β’ ) : ( ∃ x ) P ( x )
( γ’ ) : ( ∀ x ) ( ∃ y ) LESS ( x, y )



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

Οι ( α’ ), ( β’ ), ( γ’ ) καλούνται εκφράσεις ( formulas )

Πριν ορίσουµε τις εκφράσεις, διαχωρίζουµε τις δεσµευµένες µεταβλητές από τις
ελεύθερες µεταβλητές ( bound and free variables ) 

Για το λόγο αυτό πρώτα ορίζουµε ως σκοπό ( scope ) εµφάνισης ενός ποσοδείκτη σε µια
έκφραση, την έκφραση στην οποία ο ποσοδείκτης εφαρµόζεται. 

Π.χ.
Σκοπός των ∃ και ∀ στην έκφραση ( ∀ x ) ( ∃ y ) LESS ( x, y ) είναι ο LESS ( x, y )

Σκοπός του ( ∀ ) στην ( ∀ x ) ( Q ( x ) → R ( x ) ) είναι ο ( Q ( x ) → R ( x ) )

Ορισµός

• Μια εµφάνιση µιας µεταβλητής σε µια έκφραση καλείται δεσµευµένη ( bound ) εάν και
µόνο εάν η εµφάνιση ( occurrence ) είναι µέσα στο σκοπό ενός ποσοδείκτη που
αναφέρεται στη µεταβλητή, ή είναι η εµφάνιση στον ποσοδείκτη αυτόν

• Μια εµφάνιση µιας µεταβλητής σε µια έκφραση είναι ελεύθερη ( free ), αν και µόνο αν, 
αυτή η εµφάνιση της µεταβλητής δεν είναι δεσµευµένη



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
Ορισµός

Μια µεταβλητή είναι ελεύθερη (free) σε µια έκφραση, αν τουλάχιστον µία εµφάνιση αυτής είναι
ελεύθερη στην έκφραση

Μία µεταβλητή είναι δεσµευµένη ( bound ) σε µια έκφραση, αν τουλάχιστον µία εµφάνιση αυτής είναι
δεσµευµένη

( ∀ x ) P ( x, y ) η x είναι δεσµευµένη
η y, είναι ελεύθερη

µια µεταβλητή µπορεί να είναι και ελεύθερη και δεσµευµένη σε µια έκφραση

π.χ. : η y είναι και τα δύο στην έκφραση : ( ∀ x ) P ( x, y ) ∧ ( ∀ y ) Q ( y ).

Ορισµός

Καλοσχηµατισµένες εκφράσεις ή απλά εκφράσεις ( well formed formulas or wff ) στην κατηγορική
λογική ορίζονται επαναληπτικά όπως ακολουθεί :

i ) Ένα άτοµο είναι µια έκφραση ( Σηµειώστε ότι ένα άτοµο είναι µια συντοµία για µια ατοµική έκφραση
).

ii ) Εάν F και G είναι εκφράσεις, τότε ~ ( F ), ( F ∨ G ), ( F ∧ G ), ( F → G ) και ( F ↔ G ) είναι
εκφράσεις.

iii ) Εάν F είναι µια έκφραση και x είναι µια ελεύθερη µεταβλητή στην F, τότε ( ∀ x ) F και ( ∃ x ) F είναι
εκφράσεις.

iv ) Οι εκφράσεις δηµιουργούνται µόνο από ένα πεπερασµένο αριθµό εφαρµογών των ( i ), ( ii ) και ( iii
). Για λόγους παρόµοιους µε αυτούς που αναφέρθηκαν στην προτασιακή λογική, είναι δυνατόν να
απαλείφονται παρενθέσεις

Παρενθέσεις

( ∃ x ) A ∨ B ισχύει αντί του ( ( ( ∃ x ) Α ) ∨ ( Β ) ).



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
Παράδειγµα

Μεταφράστε σε έκφραση την εξής κατάσταση :

«Κάθε άνθρωπος είναι θνητός. 
Ο Κοµφούκιος ένας άνθρωπος. 
Γι’ αυτό ο Κοµφούκιος είναι θνητός ». 

∆ηλώνοντας « x είναι ένας άνθρωπος » µε ΑΝΘΡΩΠΟΣ ( x ), και « x
είναι θνητός » µε ΘΝΗΤΟΣ ( x ), το « κάθε άνθρωπος είναι θνητός », 
µπορεί να γίνει :

( ∀ x ) ( ΑΝΘΡΩΠΟΣ ( x ) → ΘΝΗΤΟΣ ( x ) )
Το «Κοµφούκιος είναι ένας άνθρωπος» µε ΑΝΘΡΩΠΟΣ (Κοµφούκιος)
και το « ο Κοµφούκιος είναι θνητός » µε ΘΝΗΤΟΣ (Κοµφούκιος)

Η όλη κατάσταση τώρα αναπαρίσταται από τα ακόλουθα :
(∀ x) (ΑΝΘΡΩΠΟΣ (x) → ΘΝΗΤΟΣ ( x ) ) ∧ ΑΝΘΡΩΠΟΣ (Κοµφούκιος) 

→ ΘΝΗΤΟΣ (Κοµφούκιος )
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Παράδειγµα

Τα βασικά αξιώµατα των φυσικών αριθµών είναι τα ακόλουθα :

Α1 : Για κάθε αριθµό, υπάρχει ένας και µόνο ένας αµέσως διαδοχικός του
(immediate successor)

A2 : ∆εν υπάρχει αριθµός για τον οποίο το « 0 » είναι αµέσως διαδοχικός.

Α3 : Για κάθε αριθµό άλλον εκτός του « 0 », υπάρχει ένας και µόνο ένας αµέσως διαδοχικός.

Έστω f ( x )  και g ( x ) αναπαραστούν τον αµέσως διαδοχικό και αµέσως προηγούµενο του x, 
αντίστοιχα. Έστω Ε ( x, y ) « το x είναι ίσο µε το y ».

Τότε τα αξιώµατα αναπαριστώνται από τις ακόλουθες εκφράσεις :

Α1’ : ( ∀ x ) [ ( ∃ y ) ( E ( y, f ( x ) ) ∧ ( ∃ z ) ( E ( z, f ( x ) ) ] → E ( y, z ) ) )
A2’ : ~ ( ( ∃ x ) E ( 0, f ( x ) ) ) 
A3’ : ( ∀ x ) ( ~ E ( x, 0 ) → [( ( ∃ y ) ( E ( y, g ( x ) ) ∧ ( ∃ z ) ( E ( z, g ( x ) ) ] → E ( y, z ) ) ) ) )



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
ΕΡΜΗΝΕΙΕΣ ΕΚΦΡΑΣΕΩΝ ΣΤΗΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

Στην προτασιακή λογική, µια ερµηνεία είναι µια καταχώρηση τιµών αληθείας σε άτοµα
( atoms ). Στην κατηγορική λογική, αφού εµπλέκονται µεταβλητές, πρέπει να κάνουµε
κάτι παραπάνω από πριν. 

Για να ορίσουµε µία ερµηνεία για µια έκφραση στην κατηγορική λογική, πρέπει να
καθορίσουµε δύο πράγµατα, συγκεκριµένα, το χώρο και µία καταχώρηση σε
σταθερές, συναρτησιακά σύµβολα και κατηγορικά σύµβολα που εµφανίζονται στην
έκφραση.

Ορισµός

Μία ερµηνεία ( interpretation ) µιας έκφρασης F στην κατηγορική λογική, αποτελείται από
ένα µη κενό χώρο D ( non empty domain ) και µια καταχώρηση τιµών ( values ) σε
κάθε σταθερά, συναρτησιακό σύµβολο που, εµφανίζεται στην F, όπως ακολουθεί :

Σε κάθε σταθερά ( constant ) εκχωρούµε ένα στοιχείο ( element ) στο D.

Σε κάθε « n - θέσης συναρτησιακό σύµβολο », εκχωρούµε µία απεικόνιση από τον Dn 
στον D. ( Σηµειώστε ότι Dn = { ( x1, ... xn )  x1 ∈ D, ... xn ∈ D } ).

Σε κάθε « n-θέσης κατηγορικό σύµβολο », εκχωρούµε µία απεικόνιση του Dn στο {Τ, F}.
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Μερικές φορές, για να δώσουµε έµφαση στο χώρο D, µιλάµε περί µιας ερµηνείας της

έκφρασης πάνω στο D ( over D ). Όταν υπολογίζουµε την τιµή αληθείας µιας
έκφρασης σε µια ερµηνεία πάνω στο χώρο D, 

το ( ∀ x ), θα ερµηνεύεται ως « για όλα τα στοιχεία x στο D » και

το ( ∃ x ) ως « υπάρχει ένα στοιχείο ( element ) στο D ». 

Για κάθε ερµηνεία µιας έκφρασης πάνω στο χώρο D, η έκφραση µπορεί να υπολογιστεί
ως Τ ή F, ανάλογα µε τους ακόλουθους κανόνες :

Αν οι τιµές αληθείας των εκφράσεων G και Η υπολογίζονται, τότε οι τιµές αληθείας των
εκφράσεων ~ G, ( G ∧ H ), ( G ∨ H ), ( G → H ) και ( G ↔ H ) υπολογίζονται
χρησιµοποιώντας τον πίνακα ( 2.1 ) του προηγούµενου κεφαλαίου.

( ∀∀∀∀ x ) G υπολογίζεται ως Τ αν η τιµή αληθείας του G υπολογίζεται ως Τ για κάθε d µέσα
στο D. Αλλιώς υπολογίζεται ως F.

( ∃∃∃∃ x ) G υπολογίζεται ως Τ, αν η τιµή αληθείας του G είναι Τ για τουλάχιστον ένα d στο
D. Αλλιώς υπολογίζεται ως F.

Σηµειώνουµε ότι καµιά έκφραση περιέχουσα ελεύθερες ( free ) µεταβλητές, δεν µπορεί
να υπολογιστεί. Από εδώ και εξής θα θεωρούµε, είτε ότι δεν υπάρχουν ελεύθερες
µεταβλητές, είτε ότι τις χειριζόµαστε ως σταθερές.



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
Παράδειγµα

Έστω οι εκφράσεις ( ∀ x ) P ( x ) και ( ∃ x ) ~ P ( x ).
Έστω µια ερµηνεία όπως ακολουθεί : Domain D = { 1, 2 }
Εκχώρηση τιµών στο Ρ : P ( 1 ) = T P ( 2 ) = F

Εύκολα επιβεβαιώνουµε ότι η ( ∀ x ) P ( x ) είναι F στην ερµηνεία αυτή, 
διότι η P ( x ) δεν είναι Τ και για x = 1 και για x = 2. 

Από την άλλη αφού ~ P ( 2 ) είναι Τ στην ερµηνεία αυτή, 
η ( ∃ x ) ~ P ( x ) είναι Τ στην ερµηνεία αυτή.

Παράδειγµα

Έστω η έκφραση ( ∀ x ) ( ∃ y ) P ( x, y ) 
Ας ορίσουµε µια ερµηνεία όπως ακολουθεί :D = { 1, 2 } και
P ( 1, 1 )=Τ P ( 1, 2 )=F P ( 2, 1 )=F P ( 2, 2 )=T

Αν x = 1, βλέπουµε ότι υπάρχει ένα y, συγκεκριµένα το 1, τέτοιο ώστε το Ρ ( 1, y ) είναι Τ.

Αν x = 2, υπάρχει επίσης ένα y, το 2, τέτοιο ώστε το Ρ ( 2, y ) να είναι Τ. Γι’ αυτό στην
παραπάνω ερµηνεία για κάθε x µέσα στο D υπάρχει ένα y τέτοιο ώστε το P ( x, y ) να
είναι Τ. Αυτό σηµαίνει ότι ( ∀ x ) ( ∃ y ) P ( x, y ) είναι Τ στην ερµηνεία αυτή.
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Παράδειγµα

Έστω η έκφραση G : ( ∀ x ) ( P ( x ) → Q ( f ( x ) , α ) ) 
Υπάρχουν µία σταθερά α, ένα « µιας θέσης συναρτησιακό σύµβολο f », ένα « µιας θέσης κατηγορικό

σύµβολο Ρ », και ένα « δύο θέσεων κατηγορικό σύµβολο Q », στην G.
Η ακόλουθη ερµηνεία Ι του G είναι :
Domain : D = { 1, 2 }

Εκχώρηση τιµών στο α : α=1
Εκχώρηση τιµών στο f f ( 2 )=1 , f ( 1 )=2

Εκχώρηση τιµών στα P και Q :
P (1)=F P (2)=T Q(1,1)=T       Q (1, 2)=T      Q (2, 1)=F         Q (2, 2) =T

Εάν x = 1 τότε P ( x ) → Q ( f ( x ) , α ) = P ( 1 ) → Q ( f ( 1 ) , α ) = P ( 1 ) → Q ( 2, 1 ) = F → F = T

Εάν x = 2 τότε P ( x ) → Q ( f ( x ) , α ) = P ( 2 ) → Q ( f ( 2 ) , α ) = P ( 2 ) → Q ( 1, 1 ) = T → T = T

Αφού P ( x ) → Q ( f ( x ) , α ) είναι αληθής για όλα τα στοιχεία x στο χώρο D, η έκφραση

( ∀ x ) ( P ( x ) → Q ( f ( x ) , α ) είναι αληθής υπό την ερµηνεία Ι.



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
Παράδειγµα

Υπολογίστε τις τιµές αληθείας των ακολούθων εκφράσεων υπό την ερµηνεία που δόθηκε
στο προηγούµενο παράδειγµα.

( a ) ( ∃ x ) ( P ( f ( x ) ) ∧ Q ( x, f ( α ) ) ) )
( b ) ( ∃ x ) ( P ( x ) ∧ Q ( x, α ) )
( c ) ( ∀ x ) ( ∃ y ) ( P ( x ) ∧ Q ( x, y ) )

Για το ( a ) :
Αν x = 1 

( P ( f ( x ) ) ∧ Q ( x, f ( α ) ) ) = ( P ( f ( 1 ) ) ∧ Q ( 1, f ( α ) ) ) = 
= P ( 2 ) ∧ Q ( 1, f ( 1 ) ) ) = P ( 2 ) ∧ Q ( 1, 2 ) = T ∧ T = T

Αν x = 2
( P ( f ( x ) ) ∧ Q ( x, f ( α ) ) ) = ( P ( f ( 2 ) ) ∧ Q ( 2, f ( 1 ) ) ) = 
= P ( 1 ) ∧ Q ( 2, 1 ) ) = F ∧ F = F

Από τη στιγµή που υπάρχει ένα στοιχείο στο χώρο D, το x = 1, τέτοιο ώστε η
( P ( f ( x ) ) ∧ Q ( x, f ( α ) ) ) είναι αληθής, η αληθής τιµή της έκφρασης
( ∃ x ) ( P ( f ( x ) ) ∧ Q ( x, f ( α ) ) ) ) είναι αληθής υπό την ερµηνεία Ι.
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Για το ( b ) :
Αν x = 1 

P ( x ) ∧ Q ( x, α ) = P ( 1 ) ∧ Q ( 1, 1 ) = F ∧ T = F
Αν x = 2

P ( x ) ∧ Q ( x, α ) = P ( 2 ) ∧ Q ( 2, 1 ) = T ∧ F = F

Αφού δεν υπάρχει στοιχείο στο χώρο D, τέτοιο ώστε P ( x ) ∧ Q ( x, α ) να είναι αληθής, η
έκφραση ( ∃ x ) ( P ( x ) ∧ Q ( x, α ) ) υπολογίζεται ως ψευδής από την ερµηνεία Ι

Για το ( c ) :
Αν x = 1 τότε P ( x ) = P ( 1 ) = F

Γι’ αυτό ( P ( x ) ∧ Q ( x, y ) ) = F για y = 1 και y = 2. Αφού υπάρχει ένα x, το x = 1, τέτοιο
ώστε η ( ∃ y ) ( P ( x ) ∧ Q ( x, y ) ) είναι ψευδής, η έκφραση ( ∀ x ) ( ∃ y ) ( P ( x ) ∧
Q ( x, y ) ) είναι ψευδής υπό την ερµηνεία Ι, δηλαδή η έκφραση ψευτίζεται ( falsified ) 
από την Ι.

Ορίζουµε τώρα τις έννοιες ισχύς, ασυνέπεια και λογική συνέπεια, όµοια µε την
προτασιακή λογική.



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

Ορισµός

Μία έκφραση Q είναι συνεπής (consistent or satisfiable) αν και µόνο αν υπάρχει µια ερµηνεία Ι, τέτοια
ώστε το G υπολογίζεται ως Τ στην Ι. Αν µια έκφραση Q είναι Τ σε µια ερµηνεία Ι, λέµε ότι η Ι είναι
ένα µοντέλο (model), της G και η Ι ικανοποιεί (satisfies) την G.

Ορισµός

Μία έκφραση G είναι ασυνεπής (inconsistent or unsatisfiable) αν και µόνο αν δεν υπάρχει ερµηνεία
που να ικανοποιεί την G.

Ορισµός

Μία έκφραση G είναι ισχυρή (valid) αν και µόνο αν κάθε ερµηνεία της G ικανοποιεί την G.

Ορισµός

Μία έκφραση G είναι µία λογική συνέπεια (logical consequence) εκφράσεων F1, F2, ..., Fn αν και µόνο
αν για κάθε ερµηνεία Ι: «αν η F1 ∧ ... ∧ Fn είναι αληθής στην Ι, η G είναι επίσης αληθής στην Ι».

Οι σχέσεις µεταξύ των παραπάνω όπως δόθηκαν και στα θεωρήµατα 2.1 και 2.2, είναι αληθείς και για
την κατηγορική λογική. Στην πραγµατικότητα η κατηγορική λογική µπορεί να θεωρηθεί ως µια
προέκταση ( επέκταση ) της προτασιακής λογικής. 

Όταν µια έκφραση στην κατηγορική λογική δεν περιέχει µεταβλητές και ποσοδείκτες, µπορεί να
αντιµετωπιστεί ως µια έκφραση της προτασιακής λογικής



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
Παράδειγµα

Θεωρήστε τις εκφράσεις F1 : ( ∀ x ) ( P ( x ) → Q ( x ) )
F2 : P ( α )

Θα αποδείξουµε ότι η έκφραση Q ( α ) είναι µια λογική συνέπεια των F1 και F2 :

Θεωρούµε κάθε ερµηνεία Ι που ικανοποιεί την (∀ x) (P ( x ) → Q ( x ) ) ∧ P ( α )

Φυσικά στην ερµηνεία αυτή η Ρ ( α ) είναι Τ. Υποθέτουµε ότι η Q ( α ) δεν είναι Τ στην ερµηνεία αυτή. 

Τότε η ~ Ρ ( α ) ∨ Q ( α ), δηλαδή η P ( α ) → Q ( α ) είναι F στην Ι. 

Αυτό σηµαίνει ότι ( ∀ x ) ( P ( x ) → Q ( x ) ) είναι F στην Ι, που είναι αδύνατο. Γι’ αυτό η Q ( α ) πρέπει
να είναι Τ σε κάθε ερµηνεία που ικανοποιεί την ( ∀ x ) ( P ( x ) → Q ( x ) ) ∧ P ( α ). 

Αυτό σηµαίνει ότι η Q ( α ) είναι µια λογική συνέπεια των F1 και F2.

Στην κατηγορική λογική από τη στιγµή που υπάρχει άπειρος ( infinite ) αριθµός χώρων (domains) 
γενικά, υπάρχει και άπειρος αριθµός ερµηνειών για µια έκφραση. 

Γι’ αυτό αντίθετα µε την προτασιακή λογική, δεν είναι δυνατό να καθορίσουµε µια ισχυρή ή ασυνεπή
έκφραση, υπολογίζοντας την έκφραση κάτω από όλες τις πιθανές ερµηνείες. 

Έτσι παρακάτω θα δώσουµε διαδικασίες που εξυπηρετούν αυτό το σκοπό.



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
PRENEX ( ∆εσµευµένη Εµπρός ) ΚΑΝΟΝΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ ΣΤΗΝ ΚΑΤΗΓΟΡΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

Επεκτείνοντας τα δύο είδη κανονικών µορφών της προτασιακής λογικής, στην κατηγορική
λογική έχουµε επίσης και την « prenex κανονική µορφή ». Επινοήθηκε για να απλουστεύσει
τις διαδικασίες απόδειξης που συζητούνται παρακάτω.

Ορισµός

Μία έκφραση F στην κατηγορική λογική θα λέγεται ότι είναι σε « prenex κανονική µορφή », 
(prenex normal form ), αν και µόνο αν η έκφραση F είναι της µορφής

(Q1 x1 ) ... ( Qn xn ) ( M ) 
όπου κάθε ( Qi xi ), i = 1, ..., n, είναι είτε το ( ∀ xi ), είτε το ( ∃ xi )
και Μ είναι µια έκφραση που δεν περιέχει ποσοδείκτες

Το Τµήµα ( Q1 x1 ) ... ( Qn xn ) καλείται το πρόθεµα ( prefix ) και
το Μ καλείται πίνακας ( matrix ) της έκφρασης F

Μερικά παραδείγµατα prenex κανονικών µορφών:
( ∀ x ) ( ∀ y ) ( P ( x, y ) ∧ Q ( y ) )
( ∀ x ) ( ∀ y ) ( ~ P ( x, y ) → Q ( y ) )
( ∀ x ) ( ∀ y ) ( ∃ z ) ( Q ( x, y ) → R ( z ) )

∆οθείσης µιας έκφρασης, θεωρούµε τώρα µια µέθοδο µετασχηµατισµού της σε prenex
κανονική µορφή. Για να γίνει αυτό, πρέπει πρώτα να θεωρήσουµε µερικά βασικά ζεύγη
ισοδυνάµων εκφράσεων στην κατηγορική λογική.
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∆ύο εκφράσεις F και G είναι ισοδύναµες ( από πριν λέµε F = G ) αν και µόνο αν οι τιµές

αληθείας των F και G είναι ίδιες κάτω από κάθε ερµηνεία. 

Τα βασικά ζεύγη ισοδυνάµων εκφράσεων που δίνονται στον πίνακα 2.6 του Κεφαλαίου 2, 
εξακολουθούν να είναι αληθή για την κατηγορική λογική. 

Επιπλέον, υπάρχουν άλλα ζεύγη ισοδυνάµων εκφράσεων που περιέχουν ποσοδείκτες. 
Θεωρούµε τώρα αυτά τα επιπρόσθετα ζεύγη των ισοδυνάµων εκφράσεων.

Έστω µία έκφραση που περιέχει µία ελεύθερη µεταβλητή x. Για να τονίσουµε την ύπαρξη
της ελεύθερης µεταβλητής x µέσα στην F, αναπαριστούµε την F µε F [ x ].

Έστω G µία έκφραση που δεν περιέχει µεταβλητή x. Τότε έχουµε τα ακόλουθα ζεύγη
ισοδυνάµων εκφράσεων, όπου Q είναι είτε ∀, είτε ∃. Για απλούστευση θα καλούµε
κάθε ζεύγος από τα επόµενα, ως νόµο ( law ) :

( 3.1a )( Q x ) F [ x ] ∨ G = ( Q x ) ( F [ x ] ∨ G ) 
( 3.1b )( Q x ) F [ x ] ∧ G = ( Q x ) ( F [ x ] ∧ G )
( 3.2a )~ ( ( ∀ x ) F [ x ] ) = ( ∃ x ) ( ~ F [ x ] )
( 3.2b )~ ( ( ∃ x ) F [ x ] ) = ( ∀ x ) ( ~ F [ x ] )
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Οι νόµοι ( 3.1a ) και ( 3.1b ) είναι προφανώς αληθείς, αφού το G δεν περιέχει x και γι’
αυτό µπορεί να µεταφερθεί στο σκοπό ( scope ) του ποσοδείκτη Q

Οι νόµοι ( 3.2a ) και ( 3.2b ) αποδεικνύονται εύκολα

Υποθέστε ότι F [ x ] και Η [ x ] είναι δύο εκφράσεις που περιέχουν το x

Υπάρχουν δύο άλλοι νόµοι :

( 3.3a )( ∀ x ) F [ x ] ∧ ( ∀ x ) Η [ x ] = ( ∀ x ) ( F [ x ] ∧ Η [ x ] )
( 3.3b )( ∃ x ) F [ x ] ∨ ( ∃ x ) Η [ x ] = ( ∃ x ) ( F [ x ] ∨ Η [ x ] )

Οι ( 3.3a ) και ( 3.3b ) σηµαίνουν ότι ο καθολικός ποσοδείκτης ∀ και ο υπαρξιακός
ποσοδείκτης ∃, µπορούν να διαχωριστούν πάνω σε ∧ και ∨ αντίστοιχα, αλλά δεν
µπορούν στο αντίστροφο, δηλαδή πάνω σε ∨ και ∧, αντίστοιχα. 

∆ηλαδή :
( ∀ x ) F [ x ] ∨ ( ∀ x ) Η [ x ] ≠ ( ∀ x ) ( F [ x ] ∨ Η [ x ] )
( ∃ x ) F [ x ] ∧ ( ∃ x ) Η [ x ] ≠ ( ∃ x ) ( F [ x ] ∧ Η [ x ] )
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Για περιπτώσεις όπως αυτές, πρέπει να κάνουµε κάτι ειδικό : 

Αφού κάθε δεσµευµένη ( bound ) µεταβλητή σε µια έκφραση µπορεί να θεωρηθεί ως
dummy µεταβλητή, κάθε δεσµευµένη µεταβλητή x, µπορεί να µετονοµαστεί σε z, και
η έκφραση ( ∀ x ) Η [ x ] γίνεται ( ∀ z ) Η [ z ], 
δηλαδή ( ∀ x ) Η [ x ] =  ( ∀ z ) Η [ z ].

Έστω ότι διαλέγουµε την z που δεν εµφανίζεται στην F [ x ]. Τότε :

( ∀ x ) F [ x ] ∨ ( ∀ x ) Η [ x ] = ( ∀ x ) F [ x ] ∨ ( ∀ z ) Η [ z ] =

( µετονοµάζοντας όλα τα x που εµφανίζονται στην ( ∀ x ) Η [ x ] σε z )

= ( ∀ x ) ( ∀ z ) ( F [ x ] ∨ Η [ z ] ) ( από την 3.1a )

Παρόµοια έχουµε

( ∃ x ) F [ x ] ∧ ( ∃ x ) Η [ x ] = ( ∃ x ) F [ x ] ∧ ( ∃ z ) Η [ z ] ) =
( µετονοµάζοντας όλα τα x που εµφανίζονται στην ( ∃ x ) Η [ x ] σε z )
= ( ∃ x ) ( ∃ z ) ( F [ x ] ∧ Η [ z ] ) ( µέσω της 3.1b ).
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Γι’ αυτό, και για τις δύο αυτές περιπτώσεις, µπορούµε να φέρουµε όλους τους
ποσοδείκτες στα αριστερά της έκφρασης. Γενικά έχουµε:

( 3.4a )( Q1 x ) F [ x ] ∨ ( Q2 x ) Η [ x ] = ( Q1 x ) ( Q2 z ) ( F [ x ] ∨ Η [ z ] )
( 3.4b )( Q3 x ) F [ x ] ∧ ( Q4 x ) Η [ x ] = ( Q3 x ) ( Q4 z ) ( F [ x ] ∧ Η [ z ] )

όπου Q1, Q2, Q3 και Q4 είναι είτε ∀, είτε ∃ και z δεν εµφανίζεται στην F [ x ].

Φυσικά αν Q1 = Q2 = ∃ και Q3 = Q4 = ∀, τότε δεν χρειάζεται να
µετονοµάσουµε τα x στην

( Q2 x ) Η [ x ] ή ( Q4 x ) Η [ x ].
Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις 3.3 απευθείας. 

Χρησιµοποιώντας τους νόµους 2.1 - 2.10 και 3.1 ως 3.4, πάντοτε µπορούµε να
µετασχηµατίσουµε µια δοθείσα έκφραση, σε prenex κανονική µορφή.
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Μετασχηµατισµός Εκφράσεων σε Prenex Κανονική Μορφή

Βήµα 1 :
Χρησιµοποιούµε τους νόµους 2.1 και 2.2 για να εξαλείψουµε τους λογικούς

συνδέσµους↔ και→

Βήµα 2 :
Επαναληπτικά χρησιµοποιούµε το νόµο 2.9, τους νόµους του de Morgan (2.10) 

και τους νόµους 3.2a και 3.2b, για να µεταφέρουµε τα σύµβολα άρνησης
αµέσως µπροστά από τα άτοµα

Βήµα 3 :
Μετονοµάζουµε τις εξαρτηµένες µεταβλητές αν αυτό κρίνεται αναγκαίο

Βήµα 4 :
Χρησιµοποιούµε τους νόµους 3.1 και 3.3, 3.4, για να µετακινήσουµε τους

ποσοδείκτες στα αριστερά της όλης έκφρασης και να επιτύχουµε τελικά µια
prenex κανονική µορφή
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Παράδειγµα

Μετατρέψτε την έκφραση

( ∀ x ) P ( x ) → ( ∃ x ) Q ( x ) 
σε µία prenex κανονική µορφή

( ∀ x ) P ( x ) → ( ∃ x ) Q ( x )
= ~ ( ( ∀ x ) P ( x ) ∨ ( ∃ x ) Q ( x ) από (2.2 )
= ( ∃ x ) ( ~ P ( x ) ) ∨ ( ∃ x ) Q ( x ) από (3.2a)
= ( ∃ x ) ( ~ P ( x ) ∨ Q ( x ) ) από (3.3b)
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Παράδειγµα

Αποκτήστε µια prenex κανονική µορφή για την έκφραση

( ∀ x ) ( ∀ y ) ( ( ∃ z ) ( P ( x, z ) ∧ ( P ( y, z ) ) → ( ∃ u ) Q ( x, y, u ) )
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------

( ∀ x ) ( ∀ y ) ( ( ∃ z ) ( P ( x, z ) ∧ ( P ( y, z ) ) → ( ∃ u ) Q ( x, y, u ) )

= ( ∀ x ) ( ∀ y ) ( ~ ( ( ∃ z ) ( P ( x, z ) ∧ ( P ( y, z ) ) ∨ ( ∃ u ) Q ( x, y, u ) ) από ( 2.2 )

= ( ∀ x ) ( ∀ y ) ( ( ∀ z ) ( ~ P ( x, z ) ∨ ~ P ( y, z ) ) ) ∨ ( ∃ u ) Q ( x, y, u ) ) από (3.2b) (2.10b )

= ( ∀ x ) ( ∀ y ) ( ∀ z ) ( ∃ u ) ( ~ P ( x, z ) ∨ ~ P ( y, z ) ∨ Q ( x, y, u ) ) από ( 3.1a )



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ

Έστω το παράδειγµα 3.3. Υπάρχουν δύο αξιώµατα :
Α1 : ( ∀ x ) ( ΑΝΘΡΩΠΟΣ ( x ) → ΘΝΗΤΟΣ ( x ) )
A2 : ΑΝΘΡΩΠΟΣ ( Κοµφούκιος )

Από τις Α1 και Α2 δείξτε ότι ο Κοµφούκιος είναι θνητός. ∆ηλαδή ότι ΘΝΗΤΟΣ (Κοµφούκιος ) 
είναι µια λογική συνέπεια των Α1 και Α2 

Έχουµε :
• Α1 ∧ Α2 : ( ∀ x ) ( ΑΝΘΡΩΠΟΣ ( x ) → ΘΝΗΤΟΣ ( x ) ) ∧ ΑΝΘΡΩΠΟΣ ( Κοµφούκιος )
• Αν η Α1 ∧ Α2 είναι αληθής σε µια ερµηνεία Ι τότε και το Α1 και το Α2 είναι αληθή στο Ι. 
• Αφού η ( ΑΝΘΡΩΠΟΣ ( x ) → ΘΝΗΤΟΣ ( x ) ) είναι αληθής για όλα τα x, όταν το x

αντικαθίσταται από το « Κοµφούκιος », η ( ΑΝΘΡΩΠΟΣ ( Κοµφούκιος ) → ΘΝΗΤΟΣ
( Κοµφούκιος ) ) είναι αληθής στο Ι. 

• ∆ηλαδή η ~ ΑΝΘΡΩΠΟΣ ( Κοµφούκιος ) ∨ ΘΝΗΤΟΣ ( Κοµφούκιος ) είναι αληθής στο Ι. 
• Πάντως η ~ ΑΝΘΡΩΠΟΣ ( Κοµφούκιος ) είναι ψευδής στο Ι, αφού η ΑΝΘΡΩΠΟΣ

(Κοµφούκιος ) είναι αληθής στο Ι. 
• Άρα η ΘΝΗΤΟΣ ( Κοµφούκιος ) πρέπει να είναι αληθής στο Ι. 
• Έτσι έχουµε δείξει ότι η ΘΝΗΤΟΣ ( Κοµφούκιος ) είναι αληθής στο Ι, οπότε η Α1 ∧ Α2 

είναι αληθής στη Ι. 
• Εξ ορισµού, η ΘΝΗΤΟΣ ( Κοµφούκιος ) είναι τότε λογική συνέπεια των Α1 και Α2.
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Παράδειγµα

Κανένας έµπορος µεταχειρισµένων αυτοκινήτων δεν αγοράζει µεταχειρισµένο αυτοκίνητο για
την οικογένειά του. Μερικοί άνθρωποι που αγοράζουν µεταχειρισµένα αυτοκίνητα για τις
οικογένειές τους είναι εντελώς άτιµοι. Συµπεράνετε ότι µερικοί εντελώς άτιµοι άνθρωποι, 
δεν είναι έµποροι µεταχειρισµένων αυτοκινήτων.

Έστω U ( x ), B ( x ), D ( x ) να δηλώνουν « x είναι ένας έµπορος µεταχειρισµένων αυτοκινήτων
», « x αγοράζει µεταχειρισµένο αυτοκίνητο για την οικογένειά του » και « x είναι εντελώς
άτιµος » αντίστοιχα.

Τότε έχουµε :
Α1 : ( ∀ x ) ( U ( x ) → ~ B ( x ) )
A2 : ( ∃ x ) ( B ( x ) ∧ D ( x ) )

Έχουµε να δείξουµε ότι

Α3 : ( ∃ x ) ( D ( x ) ∧ ~ U ( x ) ) είναι µια λογική συνέπεια των Α1 και Α2.

Υποθέστε ότι Α1 και Α2 είναι αληθείς σε µια ερµηνεία Ι πάνω σε ένα χώρο D. 
Αφού η Α2 είναι αληθής στο Ι, υπάρχει ένα x στο D, έστω α τέτοιο ώστε η Β ( α ) ∧ D ( α ) να

είναι αληθής στο Ι.   
Γι’ αυτό η Β ( α ) είναι αληθής στο Ι, δηλαδή η ~ Β ( α ) είναι ψευδής στο Ι. 
Η Α1 µπορεί να γραφεί στην ακόλουθη µορφή : 

Α1 : ( ∀ x ) ( ~ U ( x ) ∨ ~ B ( x ) )
Αφού η Α1 είναι αληθής στο Ι και η ~ Β ( α ) είναι ψευδής στο Ι, η ~ U ( α ) πρέπει να είναι

αληθής στο Ι. Πάντως, αφού η Β ( α ) ∧ D ( α ) είναι αληθής στο Ι, η D ( α ) είναι αληθής στο
Ι. Άρα η D ( α ) ∧ U ( α ) είναι αληθής στο Ι. Έτσι η Α3 : ( ∃ x ) ( D ( x ) ∧ ~ U ( x ) ) είναι
αληθής στο Ι. Άρα τελικά η Α3 είναι µια λογική συνέπεια των Α1 και Α2.



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
Παράδειγµα

Μερικοί ασθενείς συµπαθούν όλους τους γιατρούς. Κανένας ασθενής δεν συµπαθεί τους
κοµπογιαννίτες. Γι’ αυτό κανένας γιατρός δεν είναι κοµπογιαννίτης.

∆ηλώνουµε µε :
Ρ ( x ) : x είναι ασθενής

D ( x ) : x είναι γιατρός
Q ( x ) : x είναι κοµπογιαννίτης
L ( x, y ) : ο x συµπαθεί τον y

Τότε τα γεγονότα και το συµπέρασµα, µπορούν να συµβολιστούν όπως ακολουθεί :

F1 : ( ∃ x ) ( P ( x ) ∧ ( ∀ y ) D ( x ) → L ( x, y ) ) )
F2 : ( ∀ x ) ( P ( x ) → ( ∀ y ) ( Q ( y ) → ~ L ( x, y ) ) )
G : ( ∀ x ) ( D ( x ) → ~ Q ( x ) )

∆είχνουµε τώρα ότι το G είναι µια λογική συνέπεια των F1 και F2 . Έστω Ι µια αυθαίρετη ερµηνεία

( arbitrary ), πάνω σε ένα χώρο D. Υποθέστε ότι F1 και F2 είναι αληθείς στο Ι. Αφού η F1 είναι αληθής
στο Ι, υπάρχει κάποιο στοιχείο ( element ) έστω e, µέσα στο D, τέτοιο ώστε η

( P ( e ) ∧ ( ∀ y ) ( D y ) → L ( e, y ) ) )
να είναι αληθής στο Ι. Από την άλλη µεριά, αφού η

( P ( x ) → ( ∀ y ) ( Q ( y ) → ~ L ( x, y ) ) )
είναι αληθής στο Ι για όλα τα στοιχεία το x στο D, µε βεβαιότητα η

( P ( e ) → ( ∀ y ) ( Q ( y ) → ~ L ( e, y ) ) )
είναι αληθής στο Ι. Αφού η P ( e ) είναι αληθής στο Ι, η

( ∀ y ) ( Q ( y ) → ~ L ( e, y ) )
πρέπει να είναι αληθής στο Ι. 



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ

• Ακόµα γνωρίζουµε ότι για κάθε στοιχείο y στο D, και το
( D y ) → L ( e, y ) ) και το ( Q ( y ) → ~ L ( e, y ) ) είναι αληθή στο Ι. 

• Αν το ( D y ) είναι ψευδές στο Ι, τότε το ( D y ) → ~ Q ( y ) ) είναι αληθές στο Ι. Εάν το
( D y ) είναι αληθές στο Ι, τότε το
L ( e, y ) πρέπει να είναι αληθές στο Ι, αφού το ( D y ) → L ( e, y ) ) είναι αληθές στο Ι. 

• Έτσι το Q ( y ) πρέπει να είναι ψευδές στο Ι, αφού το Q ( y ) → ~ L ( e, y ) είναι
αληθές στο Ι. Συνεπώς η ( D y ) → ~ Q ( y ) ) είναι αληθής στο Ι. 

• Άρα η ( D y ) → ~ Q ( y ) ) είναι αληθής για κάθε y στο D. Αυτό σηµαίνει ότι η ( ∀ y ) ( 
D y ) → ~ Q ( y ) ) είναι αληθής στο Ι. 

• Άρα έχουµε δείξει, ότι αν οι F1 και F2 είναι αληθής στο Ι, η ( ∀ y ) ( D y ) → ~ Q ( y ) ) 
είναι αληθής στο Ι. Αυτό δείχνει ότι η G είναι µια λογική συνέπεια των F1 και F2 .

• Κάθε διαδικασία κατά την οποία ένα συµπέρασµα προέρχεται από αξιώµατα, 
ονοµάζεται απόδειξη ( proof ). 

• Η διαδικασία εύρεσης αποδείξεων καλείται διαδικασία απόδειξης ( proof procedure ).


